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April 25, 2018

Alrededor de la transforma de Fenchel-Legendre

1. Sea Y una variable aleatoria Bernoulli de pardmetro py Z =Y — p.
Calcular en funcién de p, ¥z(\). Sea 0 <t <1 —py a=p+t, mostrar

que
1—a

Py (t) :alog% + (1 —a)log =

2. Sea Z una variable aleatoria real.

(a) Mostrar que el conjunto de niimeros positivos S = {A > 0 : Ee*? <
oo} es vacio o es un intervalo con punto izquierdo igual a 0.

(b) Sea b =supS y I = (0,b). Mostrar que ¥z(A) es indefinidamente
derivable sobre I y que es una funcién convexa.

(¢) Por EZ = 0, mostrar que ¥, es continua en 0y que ¥, (0) = ¥(0) =
0 y que la transforma de Fenchel-Legendre es W7, (t) = supye (At —
Uz(N)

3. Sea Z una variable aleatoria real y supongamos que

Ent[e*?] 5
B[] < Av

donde Ent[X] = E[X log X]| — E[X]log E[X]. Mostrar que U _gz(\) <
A?v. (Ayuda : Estudiar la funcién A — Wz (\)/\.)

Desigualdades de concentracién

4. Sea X una variable no-negativa.
(a) Mostrar que para cada A > 0,
E[ef)\(XfEX)] < €A2E[X2}/2

(Ayuda : Utilizar la funcién ¢ del curso).

(b) Sean X1, ..., X, variables no-negativas independientes, mostrar que
para cada t > 0,

2w

donde S =Y (X; —EX;) y v= Y E[X?].

P(S < —t) < exp ( tQ)



5. Sea B una variable Binomial de pardmetros (n,p). Mostrar que para
p<a<l,

== (0 (1)) = (@)




